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Uvod

Nasim cielom, vo vSeobecnosti, je urcit hodnotu integrdlu I = [ f(z)dz. Odhad
pomocou metédy Monte Carlo vyzera nasledovne:

N
N = p(&)
Vzorky &; generujeme z rozdelenia daného hustotou p(x). Pre lepsi odhad je
vyhodné, aby rozdelenie p(x) zodpovedalo priebehu funkcie f(z). Tdto pod-
mienku je tazké splnit. Casto nepoznime priebeh funkcie f (z), alebo je zlozité
efektivne generovat vzorky z daného rozdelenie (integrovanie hustoty + inverznd

funkcia).
Tento problém sa prejavuje aj pri odhadovani illumination integralu:

Lo = /Li(wi)BRDF(wi,wo) COS Hdwi
Q

Vzorky generuje iba podla BRDF nakolko priebeh L;(w;) nepozndme. V skutoénosti
by bolo vyhodné vzorkovaf celé svetelné cesty a to s hustotou, ktora je imernd
prispévkom tychto ciest.

Metropolis vzorkovanie

Hlavnou vyhodou metropolis vzorkovania je fakt, ze dokéZe generovat vzorky s
prevdepodobnostou timernou funkcii f(z). Potrebuje pri tom iba vediet vyhod-
notit tuto funkciu.

Méme dani funkciu f(z) : @ — R, kde Q je stavovy priestor. Vzorky si po-
stupne generované ako Markovsky retazec. Novi vzorku z; vygeneruje pomocou
sucasnej vzorky x;_1. Za predpokladu, ze x;—1 ~ f(x) (x;—1 bold vygenerovand
s pst. imernou f(z)), bude aj z; ~ f(x).

Generovanie novej vzorky (prechod do nového stavu) sa uskuto¢iuje pomo-
cou tzv. mutacii. Su to ndhodné transformécie, ktoré su popisané prechodovou
funkciou:

T(x — ') = pst. prechodu zo stavu x do stavu z’



T moézeme volit Tubovolne, musime viak dodrzat podmienku ergodicity (musime
byt schopni dostat sa do kazdého stavu z € ). Prechod do nového stavu
prebieha nasledovne:

e Vygeneruj 2’ podla T'(xz — z")
e Ak ¢ < a(x — '), potom x := z’ (z' prijmeme s pst. a(z — 2'))
e Zaznamenaj r

(¢ je ndhodnd hodnota z intervalu [0, 1])

Metropolis vzorkovanie sa snazi vyhybat tym éastiam (2, na ktorych je hod-
nota f(z) mald (napr. tmavé casti obrazka). Aj tieto ¢asti vSak potrebujd nejaké
vzorky, preto v sa modifikovanej variante zaznamendva hodnota z aj z’. Tieto
hodnoty st vSak zaznamenané s vahami:

(1 — a)weight pre x

(a)weight  pre 2’

kde a = a(x — ).
Klticom pre dosiahnutie Zelanej vlastnosti z; ~ f(z) je dodrZanie nasle-
dujicej rovnosti (tzv. Deatailed Balance):

f@)T(x — 2alzx — ') = f(@"T(2' — z)a(z’ — z)
Z detailed balance odvodime vztah pre pravdepodobnost prijatia:

f@T (2" — a:)}
f@)T(x — z')

a(r — z’) = min{1,

Mutacie
Pri volbe mutécii musime zohladnit dva protichodné poziadavky:
e Chceme preskimat cely stavovy priestor €2

e Chceme vyuzit stavy (vzorky) s velkym prispevkom. T.j konat malé zmeny
a presktimavat integrand lokélne.

Riesenfm je kombinovat viaceré mutaéné stratégie.
Pokial zvolime pravdepodobnost prechodov tak, e plati:

Va,b:T(a—b) =T((b— a)
vysledna pravdepodobnost prijatia zavisi iba na prispevkoch pévodného a nového

stavu: ,
a(zr — 2’) = min{1, M}

f(z)



Pri ndhodnej prechddzke z4visi pravdepodobnost prechodu iba na “vzdiale-
nosti” vzoriek:
T(x—2')=T(lz —2'|)

T moézme zvolit tak, Ze jeho hodnota klesd s rastiicou vzdialenostou. Takato
mutécia by preferovala malé, lokalne zmeny.
Nezévislé vzorkovanie generuje vzorky z hustoty p(z) a tiplne ignoruje sticasny
stav:
T(x — a') = p(x)

Ak by sme mali p(z) = fpqr, tak nepotrebujeme metropolis vzorkovanie, ale
priamo generujeme vzorky podla normalizovanej f.

Problémom mutdci{ s malymi zmenami je fakt, Ze ked narazia na stav s
velkym prispevkom, nemusia sa z neho “posuntt preé”.Tento jav je vidiet na
priklade vzorkovania funkcie f(z) = (z—0.5)2, ked sa pouzije iba druhd mutaéna
stratégia. Ak za¢neme “vlavo” je malo pravdepodobné, Ze sa podari vygenerovat
postupnost krokov “doprava” a potom sa “prehupnit” cez minimum funkcie v
bode x = 0.5. Tomuto pripadu je mozné sa vyhnit obéasnym vygenerovanim
uplne nahodnej vzorky. Ide v podstate o kombinovanie viacerych mutaénych
stratégii.

Start-up bias

Metropolis vzorkovanie predpokladd, ze sucasny stav bol vygenerovany s pst.
timernou f(z). Problémom teda zostdva ako zvolif pociatoény stav zg ~ f(x).
Jednou z moznost{ je zvolif 29 ndhodne a ndsledne nepouzit niekolko iterdcii
algoritmu. Stéle vSak nevieme kolko vzoriek je potrebné vynechat.
Druhou moZnostou je vygenerovat xy podla nejakej hustoty p(z). Prispevok
kazdej vzorky bude potom prendsobeny vahou:

Tento pristup je korektny, ale vaha w vystupuje ako absolutny skédlovaci faktor,
¢o moze sposobit, zZe vysledny obridzok bude prili§ tmavy, alebo naopak svetly.
Sposob ako odhadntt spravnu vdhu w je nasledovny:

e Vygenerujeme N vzoriek 1, ..., xy, podla hustoty p(z)

e Spocitame vahy w; = %

e Inicidlnu vzorku zg vyberieme z x; podla diskrétneho rozdelenia daného
vahami w;

[ . . _ 1N
e Za vdhu w zvolime priemer w = § > ;= w;



Motion blur

Ak méme dany integral [ f(z)g(x)dQ2 potom odhad pomocou MC mézme napisat

ako:
1 s flzi)g(x)
N; p(w:)

kde x; ~ p(x).
Metropolis vzorkovanie ndm vracia vzorkyzs,...,xn ~ f(z). Pravdepodob-
nost kazdej vzorky je teda:
f(s)

J f(z)dQ

Q

Po dosadenf mdzme teda odhad pomocou metropolis napfsat ako:

N
[y 2@ [ rwae
i=1 Q

Predstavme si zjednodusent simuldciu kamery s kone¢ne dlhou uzavierkou.
Majme dant funkciu L(u, v, t), ktord predstavuje hodnotu radiancie na stiradniciach
u, v v Case t. Stavovy priestor je potom: Q = [0, U] X [0, Vimaz] X [0, 1]. Hodnotu
j-teho pixelu (s rekonstrukénym filtrom h;) mozeme vyjadrit:

I = /hj(u,v)L(u,v,t)dudvdt
Q
Ak generujeme vzorky x; ~ L4 (normalizovanej funkcie L), dostdvame:

1 N
L~ ; hy () - /L(m)dQ

Q
Mutécie pouzité pri generovani vzoriek:
e Uplne nové hodnota (u, v,t) (ergodicita)

e Zmena u, v %+ 8pixelov, t &+ 0.01 (vyuZitie miest s velkym prispevkom)

Light Transport

Aplikédcia metropolis vzorkovania v realistickej syntéze obrazu.
Stavovy priestor {2 tvoria svetelné cesty od svetla do kamery. Jedna svetelna
cesta je T € 2. Mame definovani funciu prispevku cesty f(T):

f(T) = Le(zo = 21)G(x0 > 1) We ()1 — )
k—1
. H BRDF(ZL’Z,1 — T; — xi+1)G($i 4 .’Ei+1)
i=1



Inicialnu cestu je mozné generovat pomocou path tracingu (pripadne pouzit
metédu na odstrdnenie start-up biasu).
Pouzité mutacie su troch druhov:

e Caustic pertrubation - cesta vychddza zo svetla a po niekolkych (resp.
jednom) lesklom odraze/lome dopadne na difizny povrch. Mierne sa zmeni
smer liéa zo zdroja svetla, po diftiznej ploche sa cesta napoji naspif na
povodni.

e Lens pertrubation - podobne ako pri kaustikach, ale vychylime licidici z
kamery.

e Bidiractional mutation - tsek cesty sa nahradi novym.

Prvé dve mutécie si lokalne, zatial ¢o tretia zabezpeéuje ergodicitu.

MLT je algoritmus uspesny predovsetkym na scénach, ktoré su komplikované
pre iné, jednoduchsie algoritmy (napr. scéna obsahuje tzku Strbinu, ktord je
jedinym zdrojom svetla). Na druhej strane vSak zanechdva typické artefakty,
ktoré si sposobené sekvenciami lokalnych mutéacii.



